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El semigrupo asociado a una rama de singularidad de curva plana

Este TFG está pensado como una profundización a algunos temas de la geometría algebraica y
álgebra conmutativa, mediante el estudio local de las singularidades de curvas planas irreducibles en
el cuerpo de los complejos y las estructuras algebraicas que se asocian naturalmente.

Una singularidad de curva plana C : f = 0 es un punto P ∈ C2 donde el Teorema de la Función Im-
plícita falla, es decir cumpliendo ∂xf(P ) = ∂yf(P ) = 0. Nos interesa clasificar los tipos de singularidad,
mirando localmente C alrededor de P .

El ejemplo más sencillo de singularidad de curva plana es la cúspide y2 − x3 = 0 en el origen,
parametrizada por (x(t), y(t)) = (t2, t3), a la que podemos asociar el semigrupo S = N0⟨2, 3⟩ =

{2a+ 3b | a, b ≥ 0 naturales}. Aunque no lo parezca, este semigrupo contiene muchísima información
de cómo se comporta la singularidad en el origen.

Más generalmente, gracias al Teorema de Newton-Puiseux podemos parametrizar una singularidad
en el origen de curva plana irreducible C en la forma (x(t), y(t)) = (tn, ϕ(t)), donde ϕ es una serie
de potencias sin término constante. A partir de esta parametrización, podemos determinar ciertos
números naturales β1, . . . , βg que generan el semigrupo S de la singularidad.

Concretamente, en este TFG se estudiará la relación entre:

• los semigrupos numéricos : subconjuntos S ⊂ N0 := N ∪ {0} cumpliendo que 0 ∈ S, cerrados
por la suma (si a, b ∈ S =⇒ a+ b ∈ S) y cuyo complementario N0 \ S es finito;

• los invariantes analíticos de singularidades de una rama de curva plana: aquellos objetos
(números, grafos, ....) que son comunes a singularidades de componentes localmente irre-
ducibles de curvas planas, cuando podemos transformar una en otra mediante una aplicación
analítica.

Durante el trabajo, el/la estudiante estudiará y generará múltiples ejemplos, pudiendo utilizar her-
ramientas computacionales como Sagemath o Oskar.

Se recomienda fuertemente el estar cursando la asignatura optativa de Curvas algebraicas durante
la realización de este TFG.
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